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Fluidi ideali — 11 Teorema di Bernoulli

Fluido ideale (non-viscoso): si assume cheil fluido abbia zero - viscosita (t = 0)

|| moto di una particella di fluido € gover nato esclusivamente da for ze di pressione
e di gravita= Seconda L egge di Newton

(forza netta di pressione) + (forza netta di gravita) = (massa) x (accelerazione)

| niziamo con un moto bi-dimensionale, stazionario

A a=a(s,nN=a=VdV/os a, =V?R

v . . .
,//Wi— dV / ds# 0 = accelerazione lungo latraiettoria

n : : :
\A/S> corrente R #« (la particella non segue unatraiettoria

/ . R(s) rettilinea) = accelerazione normale alla traiettoria

>

dl



%1 \R

Lungo alinea  \( +dpn) dsdy

di corrente (p +dp) dn dy
dy: spessore particella

Volume particella
(OW = dsdndy)

Normale dlalinea

: G tdsdy O di corrente
(p=dpy dndy
(p—dp,) dsdy
Equazione del moto lungo s Forza di massa

S6F.,=éma,=émVdV/Js 0G,=-0Gsny¥=-goWsnv

=r OWVdV/ods Forza di Pressione (p non costante nel campo per
effetto del peso)
- gsind- P_ . IV_ r a 8p,~ (Oplds) 8s/ 2 (serie di Taylor)
IIs Iis - |6F = (p—dp) dndy—(p +dp) dndy=—2dp,dn dy

= — (0p/ds) dsdn dy = — (Ip/ds) SW

|l valor e effettivo di p non €importante; conta il differenziale. C’'é un gradiente di pressione
Vp=0dpldss+dp/dn n# 0 che causa una for za di pressione netta sulla particella.
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Riarrangiando: SnY=dz/ds

lungo unalineadi corrente, il valore di n e costante VoV /ds=(12)dV?as
(dn=0) = dp = (dp/ds) ds + (dp/dn) dn = (dp/ds) ds 9/ ds=dp/ ds

2
- gﬁ- @:lrdl = dp+1rdV2+gdz:O Lungo unalineadi corrente
ds ds 2 ds 2
\dp 1 2 . :
| ntegrando = O *tzV +gz=C Lungo unalineadi corrente
r 2

L a costante, C, puo essere deter minata dalle condizioni in un dato punto sulla linea di
corrente. Difficoltanell’integrareil terminedi pressione: r =r (p, temperatura)

Densita, r , costante

2
p+%rV2+gz:costante = Z+p+V:costanﬂ EQUAZIONE DI

g 29 BERNOULLI

(1) Effetti viscos trascurabili; (2) flusso stazionario; (3) fluido
Incomprimibile; (4) equazione applicabile lungo unalinea di corrente; (5)

assenza di scambi energetici con |’ esterno (sistema chiuso)
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Equazione del moto lungo la normale, n, alla traiettoria
S6F,=6ma,=dmV?3 R=r oWV ?R

Forza di massa

0G,=—-0Gcost® =—goW cost (0 =p/2lineadi correnteverticale; il peso non contribuisce)
Forza di Pressione (p non costante nel campo per effetto del peso)

op,, = (dp/dn) on / 2 (seriedi Taylor)

0F .= (p—dp,) dsdy —(p+dp,) dsdy = —2dp, dsdy = —(dp/dn) ésdn dy = — (dp/dn) 6W

Bilancio:  § dF, =dG, + dF,, =& gcosJ - %ud\N COS¥ =dz/dn

, | nter pretazione fisica: un cambiamento nella direzione
dz p _rv del moto di una particella fluida (traiettoria curvilinea,
dn qn R R <) eaccompagnato da una appropriata combina-

zione di (a) gradiente di pressione e (b) componente del
peso della particellalungo la normalealla traiettoria
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Setrascurola gravita (flusso di gas), oppureseil flusso e orizzontale

fp_ rVv 2 Lap cresce con ladistanzadal dal centro di curvatura (n punta
ﬁ R verso I’interno dellalineadi corrente curva, per cui dp/on < 0)

Esempio: lapressione all’ esterno di un tornado (p = p,,,,) € maggiore della pressione al centro
(= vuoto). Questa Dp e necessaria per bilanciare le accelerazioni centrifughe associate con il
moto del fluido.

| ntegro etengo conto del fatto ches = costante lungo n

.dp N V2 dn+qz=C L’integrazione non puo esser e completata senza conoscere
O, "0Og 9z= ladipendenzadanin V=V(s n); R=R(s n)

2
RY
p+r 0E dn+ g z= costantelungo n Per densita, r, costante
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Moto stazionario su piano orizzontale (dz/ dn = 0); lineedi correntecircolari (0 /on =— 9 /or;

'ﬂp rv?2
raggio di curvaturaR =r); fluido ideale, incomprimibile = I "
() (b)
E:r 2y 'ﬂp:rC22 In(@) e(b) op/or>0=pTser?
1Ir qir (3
| ntegrando rispetto ad r, partendo da una prone nota, p,, inr=r,
1 2 2 1 1 1 U
:Ercl(r - To) + Po p—ErC > U

o @
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Equazionedi equilibrio dinamico/ fluido ideale (Eqg. di EULERO)

prima eg. cardinale della dinamica
aF,+aF;,=mxa

consideriamo un volumetto infinitesimo di fluido
dove conr epindichiamo densita e pressione Tk ‘ a% + >dz dy dx k

HP.1P Fluidoideale(t =0P s =p) v
distribuzione di pressioni come nel fluido in quiete :
| ..
- | fp C -
_ - : - p+—>dx+dyd2|
P forzedi massa r F dydxdz p dy dz'__, idz 9 <__8_ x ¢
I |
b forze di superficie - TP ,gxdy dzi AN
P ix y dy,/— i~ \ —>
1%p>dxdyd21 ? r F dy dx dz
ﬂg | ‘J/ |pdyde
- Emlxdy dzk

forza di massa per
_ r B g
r F dxdydz- g—l+ﬂlo + IPLQ0y dy dz = a dx dy dz Hnita di massa
ex Ty Tz ¢

r (F-a)=grad(p) | Eq.di EULERO
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|| Teorema di Bernoulli — Caso generale 3D

Sistema ener geticamente chiuso; Fluido ideale (t = 0)
r (E—a)=Vp(Eulero)

Moto uniforme e quiete
a=0; V(z+p/g)=0

rE=—rgVvVz=-V(r2 = -==-——==Naz+—

Campo gravitazionalee E =—g Vz

Fluidoincomprimibile: r = costante

1 é pu 1 dv
_AZ+_,:___
I1s€ gt gt
. . 2

| qne?t ou= o
in ¢ g ar
1 e pu
—az+—=0
\ﬂbg gt

ds



v| Quota Piezometrica
= A

/
Ps

HP: Traiettorierettilinee:
L

r=co=V/(gr)=0

+_p3:o mmmm)> || terminez + %écostantewtuttalasezione
gt

Ladistribuzione delle pressioni sulla sezione eidrostatica
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Traiettorie curvilinee:

7+ %1 costante

T7é6 pu_ v?

gzt —= -
in e g ar
, < 2 . B. 2
D= gZB + P Y. ng + Pal_ (‘)V—dr un solo punto non e in grado di rappresentare

e g H e g H Agr la distribuzione di pressioni in una sezione

HP: ser éabbastanzagrande b Correnti lineari o gradualmente variate

2 . .
Y% e Pu
=) —@ == az+—; @costante
ar e 940,
la distribuzione delle pressioni sulla sezione puo essere considerata idrostatica
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Lungo latraiettoria 1gz+ bu-. 1av
Tse gc ga

2-.

V=, S(t) dv_1v, fvds_fv, fv_fv, 1&°0

dt it 9Ysdt 1t s It ﬂ5§25

1s€ gu g dt gﬂt'ﬂ8§29§
. 1€ p, vU_ 19v
- + -+ 4= =
CarlcoTothe ﬂsgz 9 293 g Tt
Tyo_1lv | potesi: (1) fluido idedle; (2) pesante;
s Tt (3) incomprimibile; (4) moto permanente
Moto Permanente 1LT—Hszo
p, v
H=z+1—+ 5 = Costantelungo latraiettoria
g <0

P

dll



| nter pretazione fisica

O O O O e B e o e o s O d Lineada | lavoro compiuto su
K2 4 :
Vo V25 V2, Carichi Totali una particella dalle for ze
———__ 329 |2 29 | che su questa agiscono &
T ———y_ Linea uguale alla variazione

dell’energia cinetica
della particella stessa

4B

Z QUOTA PIEZOMETRICA
[

H = energia specifica (per unita di peso) = CARICO TOTALE

» Z= energiaposizionale (peso =1) = lavoro dell’unita di peso
ALTEZZA GEODETICA

> V329 = energiacinetica (peso = 1) = lavoro dell’ unita di peso [(1/2 m v3)/mg]
ALTEZZA CINETICA (altezza di caduta libera per raggiungerev)

» p/lg= energiadi pressione (peso = 1) = lavoro dell’unita di pes
ALTEZZA DI PRESSIONE (altezza di colonna di fluido per produrre la pressione p)
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Pressione statica, dinamica, totale — punto di ristagno

1
p+—r V2 + g z = costante
X Ciascun termine puo esser e inter pretato come una
Dra H ¢ di bress N/
hIh“'S ormadi pressione [N/m?]
\'
:Eh I 3) " p: pressione ter modinamica (pressione statica)
31 . .
> (1)! ; v P, =gh,, + p;=gh (comeseil fluido fosse fermo)
—> 5 (2 e e : S .. S
—» v, =V v, =0 0z pressioneidrostatica - Variazionedi pressione
> possibile per variazioni di energia potenziale del
0, =py + (U2) 1 V& fluido, a seguito di cambiamenti di quota
L a pressione nel punto di ristagno & (1/2) r v pressione dinamica — Visualizzabilein
maggior e della pressione statica p, (2), punto di ristagno
della quantita (1/2) r v2,, pressione
dinamica
Pressione totale

pr=p+@2)r v+gz
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Misura deleveocita— TUBO DI PITOT

V21 ZQ[
Abbinando al Pitot una
Presadinamica ]cc:el |<|‘51 di pressione e piu
(punto di ristagno) ’aCl eacquisre
Prese statiche I’ andamento temporale

delle velocita

:> & Informazione in uscita

Hy =2z +pg/g=H, =2z, + p/g+ V,2/29

\% :\/Z(pB - pA)/er
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PROCESSI DI EFFLUSSO

2 2
g+ P Moy P2 Vo
g 29 g 29
Traduepunti su di unatraiettoria
\ [~

_/ rettilinee—p,° p,
Fisicamente: dal momento che non ¢’ € componente
dellaforza peso (o accelerazione) in direzione

normale, la p € costante in quella direzione

Tra(l)e(@:h=v2/2gb v=.2gh TORRICELLI

ottenibile anche scrivendo I'equazione di Bernoulli fra i punti (3) e (4): v3=0; p;=g(h—¢)

Tra(2) e(5) il fluido accelera: vs =+/2g (h+H)

Tuttal’energia potenziale di una particella e convertitain energiacinetica
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d<<hPb lavelocitade baricentrodellavenaeuna
ragionevole velocita media (distribuzione par abolica)

2
zo+%+}§:zz+ +\2/—z — > VZ:JZQ(ZO- 22)=\/29h

v,=098-099v=C,2gh effettiva
Q=A.v,=A_C,.J2gh=AC_.C,/2gh
A.=C_A; Q:mAﬂ/2gh m=C_C,

coefficiente di efflusso

d16



Venasommersa

2
zA+'DAJ%:zB+pB+VB =) v=\,=,/2g(H;- H,)=.2gh

g 29
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Efflusso da paratoia

In (B): correntegradualmentevariata m==) Z+ p/g= costante

% pB+VB =) v =,2g(H-C:a)

2| Sezione Q=mab./2g(H - C, a)

b rettangolare
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Teorema di Bernoulli per correnti

Potenza di una corrente
dP =(gdQ) " H; H =carico totale (energia meccanica)

Tubo gi flusso

2
P=¢gH dQ=¢gH vdA= g032+p+v—uvdA
Q A g gu
H = costant
Per ogni tubo di flusso, fluido ideale: COSAME ey P = costante

g dQ = costante

|

La potenza, P, di unacorrentedi fluido ideale, incomprimibile,
in condizioni di moto per manente, S mantiene costante, cioe
assume |o stesso valor e su tutte le successive sezioni trasver sali.

Fino a qui etutto vero per qualunquetipo di corrente. Adesso, vediamo cosa
succede per correnti lineari
d19



Correntelineare (gradualmentevariata): z + p/ g = costante
Potenza cinetica

0 generale, v! costante su di
una sezionetrasver sale

Coefficiente di ragguaglio, a, della potenza v dA
cinetica (coefficiente di Coriolis) Of

V2
Uy da+ gOZ—VdA gez+

CC\ C’
CE\ C/

£
=002t
£E

Moto uniformeturbolento: a » 1 (1.06—1.08) === a= 2
Moto uniformelaminare : a =2 g r;egla A
2
\Y,
Pc =ga media Q
Y 29

€ v,
P:gé2+£+a medlaUQ 9 H medio Q = costante
e 9 29 |

H i, = €Nergia specifica media

Per una P = costante
correntelineare m)> | H = costanth
di fluido ideale: | Q = costante
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Venturimetro

Linea dea carichi totali

1. Teoremadi Bernoulli

________ Y; ;72_A_—____‘_____—_____' esteso a corrente
; gl V2,129 linearecona » 1
1 d\ (Vmedia» V)

Perditadi carico| Pa/9
trascurabile nel QR
conver gente i

——————— 2. Correntelinearep

. piezometrica unica,
convenzionalmente
riferita all’ asse,

L.C.T. unica
d=S, +PAU & L PBU_VETVA_ 00
§" gu & 9gu 29 9

vV, A, =V Ag = Q = costante

gm'g

An Ag
Q=—~-2A \/ZgD
VAL- A g Vo
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Diaframma Boccaglio
Taratura
——___Lineade Carichi Totali _ __ _ _ ——__  (laboratorio)
T V2,129 1 v2,/29 f
‘\\ V22/29 ’/’.—' . . - Q:K\/B
\\_{ _- L inea Piezometrica
el D: lettura manometro

—— differenziale tra monte
— > > > evalle

_/\

Venturimetro

N.B.: In generale, un aumento di velocita
e accompagnato da una diminuzione di
pressione (cavitazione)
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Linea piezometrica elinea de carichi totali

v LCT
—-— \\\ ———————————————————————
LP
A
p>0
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Fluidi reali

H 1 costante
Viscosita
R

Sforzi
tangenziali
3
calore

Fluido ideale (velocitain
condotta costante per tutte
le traiettorie)

LCT: (AB)
LP :(CD)

Fluido reale (dissipazioni di energia meccanica)

LCT: (AE) =LP + v2/2g
LP : (FD)
CADENTE J = - 9H/0s

Perdita di energia
per unita di peso e
di persorso,
adimensionale

Cadente Piezometrica J = - 9/9s (z + p/Q)
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ig!
9is

J=- Equazione del moto

OH =- ) (s) ds m=>H(s)- Hp =- (Y(s) ds
0

0 0
M oto uniforme
J = costante (LP° LCT)
H(s)—-H,=-J" s
|
Y=J L+\2/_;

L'intera energiadisponibile s
trasforma solo in partein energia
cinetica a causa delle dissipazioni

Continue
JL

{}

Perdite di carico

<>

L ocalizzate

|
(proporzionali av?/ 29)

!

Equazionedel moto

H(s)=Hg- E)](S) ds- é |
0 [
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Macchine Motrici (Turbine) e Operatrici (Pompe)

Laportata Q non
dipende solodaY ma
anche dalla regolazione
a(v2,/2g) della macchina

A

Y = salto disponibile
didivello pdli liberi

DH =salto utile=H,,- H,,

Hg

Hy=H,—-J; L,

Energia ceduta dalla
Hy =Hg +a(v,/29) + J,L, corrente alla macchina
nell’ unita di tempo

P, =g Q DH potenza ceduta |

P,=9Q Y potenza disponibile
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P,=gQDH potenzateorica(nel S1.: P,=(gQ DH) / 1000 [KW])
P.=h gQ DH potenzaritraibiledalla turbina (rendimentoh = 0.8-0.9)

Sezione di presa Schema di impiano di produzione di energia

Canale/ galleria

Vasca di carico

7z=0 Canaledi restituzione 4

In generetrascuro h, —h,, \2,/2g —V2,/2g =) H =z, — Z, (Carico disponibile)

H, =caricoutile; H, = saltonominale = P, =gQ H, potenza nominale
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Schema di
impiantodi | 4
sollevamento

—————————

Condotta di mandata

prevalenza manometrica

_é, _Pu e , pu
Dh=xz, + Ay A LI I
€% 1 H &Y 1 H
prevalenzatotale
DH =H, - H,,

prevalenza geodetica
Y

Potenza ceduta al fluido

of 77 P,=gQDH
HACondotta di aspirazione H,, B Potenza ceduta
v z=0 v alla pompa

Y = 0 circuito chiuso me=——=>> (la pompa deve vincere solo le
resistenze distribuite/concentr ate)

P,=(gQDH)/h

Y < 0voglio convogliare piu portata di quella che passer ebbenaturalmente
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Effetti della comprimibilita del fluido

Flusso isoter mo (stazionario) di un gasideale - Equazionedi stato: p=r RT

=
=

U

Lungo unalineadi corrente (‘)d—p+%vz+gz:C|][|:> RT(\)CE+%V2+QZ:C

' p
V2 A RT Inéplg_\/ZZ s V., z,, Py, Noti in una qualche
29 g &pd 29 posizione sullalineadi corrente
[

Nel limite per piccole differenze di pressione, p,/p,=1+(p,—p,)/p,=1+e (e<<1)

Si ritrova la classica equazione di Bernoulli; [In(1+e)] » e

d29



Trasformazione adiabatica di un gas perfetto: p/ p*=C,

=

4

éd_p +gz C[I]I::>C1/k\ 1/kdp+%V2+gZ:C

r

Lungo unalineadi corrente

Siintegrala pressionefrai punti 1 e 2 sullalinea di corrente

=

i

Clk dp K g 1/ke eI
p?o P=C g i
_é Kk Uepz p U
~ Bk- 1l‘3| , Tl
é k up  V° ék up, V,
4 + + = . + +
8k-1dr, 2 24 8k-1r, 2 2
=
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Nel limite per basse velocita questa equazione coincide con la classica equazione di
Bernoulli per un gas perfetto, incomprimibile

Riscrivo nellaformaadimensionaleconz, =z,=0; V,=0

A1

Ma, =V, /c,; ¢, = velocitadel suono =,/kRT; P ée 2 » a B
Dividiamo ciascun termine nell’ equazione di Bernoulli (con z, =z,=0; V, =0)
per p, eutilizziamo la legge dei gas perfetti, p, =r RT,
Vi’ - p Pr- Py _ kMaf Vi
r-L +p, = P2 _ 11 = essendo Ma, =
5 pL=p, > S A 1 S o 5 | JWTl
0.5
044 K=14 comprimibile Ma < 0.3l fluido pud essere
s 03 — considerato incomprimibile
N A T » 15°C; ¢, » 340 m/s = 1224 km/h
2] 02 - . '
incomprimibile} —y; = ¢ Ma=0.3" 340 =102 m/s
0.1 - » 368 km/h

7S
o
7
O e S e
N2

M
04 0.6 = 0.8
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