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⇒ Equazione costitutiva dei fluidi Newtoniani

⇒ Equazione di Navier - Stokes
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Riscrivendo i termini fuori diagonali di vgrad
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Significato fisico termini diagonali di Significato fisico termini diagonali di D

Analisi del caso di MOTO PIANOy
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Significato fisico termini diagonali di Significato fisico termini diagonali di D

La Velocità di deformazione per unità di volume

Nel caso 3D, l’effetto dell’azione simultanea delle componenti diagonali di   
consiste in una espansione di volume 
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Significato fisico dei termini extradiagonali del tensore Significato fisico dei termini extradiagonali del tensore D
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( )0xv è la componente del vettore velocità che da luogo ad una traslazione rigida

xv d
2
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×rot
è la componente del vettore velocità che da luogo ad una rotazione 
rigida con velocità angolare

Il tensore      viene detto tensore delle velocità di rotazione rigide
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( )0d xx D⋅
è la componente del vettore velocità che da luogo ad una 
deformazione locale.  Il tensore      viene detto tensore delle velocità 
di deformazione
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L’elemento fluido nel suo moto subisce una traslazione, una 
rotazione rigida ed una deformazione
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Le componenti del tensore   sono 
identiche ed il legame funzionale non 
dipende dall’orientamento degli assi
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I coefficienti µij non sono tutti distinti, infatti cambiando 2 volte sistema di riferimento
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∂
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zyx

2div'3p3
wvu

zyx µµσσσ v

0div
3
2

' =





 µ+µ v

1) fluido incomprimibile

2) Hp. di Stokes

0div =v

µ−=µ
3
2

'

µ: responsabile di dissipazioni energetiche in un fluido isotermo che subisce 
deformazioni angolari

µ’: legato a variazioni di volume



eq1

Equazione di moto del fluidi Equazione di moto del fluidi NewtonianiNewtoniani

eq17

DI µ−





 µ+= 2div

3
2

p vΦ

( ) Fdiv=
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
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=−⋅ρ
zyx

AF
zyx

( ) div=−⋅ρ AF 







µ−






 µ+ DI 2div

3
2

p v

Eq. dei Momenti

Eq. Reologica 
(legame sforzi deformazioni)

[ ] ( )pgrad
ppp
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∂
∂

+
∂
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= kji
zyx

I

( ) ( )vvv divgrad
3
2

divgrad
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div
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div µ=µ=



 µ I

se µ uniforme



eq1

Equazione di moto del fluidi Equazione di moto del fluidi NewtonianiNewtoniani

eq18
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Sviluppiamo le componenti, ad esempio in direzione x si ottiene:
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se µ unifome



eq1

Equazione di moto del fluidi Equazione di moto del fluidi NewtonianiNewtoniani

eq19

Analogamente lungo le direzioni y e z si ottiene rispettivamente:
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Sostituendo: ( ) ( ) ( )vvv divgraddivgrad
3
2

p grad 2 µ−∇µ−µ+=−⋅ρ AF

In definitiva: [ ] ( )vv divgrad2div 2 µ−∇µ−=µ− D
Laplaciano

( ) ( ) vv 2divgrad
3
1

p grad ∇µ−µ−=−⋅ρ AF Eq. Momenti + reologica

Eq. di Continuità

Eq. di Stato + Condizioni al contorno + Condizioni iniziali

0div
dt
d

=ρ+
ρ

v

Per fluidi incomprimibili: 0div =v ( ) v2p grad ∇µ−=−⋅ρ AF Eq. di Navier Stokes



Moto permanente laminare in un fluido viscoso incomprimibile Moto permanente laminare in un fluido viscoso incomprimibile 
(UNIFORME)(UNIFORME)

eq20

( ) v2p grad ∇µ−=−⋅ρ AF

Proiezione lungo la traiettoria:

v 
pv 2∇µ−

∂
∂

=





 −
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−⋅ρ
sdt

d
s
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g v = modulo di v

Moto uniforme
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v
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∂

+
∂
∂

=
tt

Moto permanente
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vpp 2
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Per l’ammessa uniformità 
lungo la traiettoria

Variazione di carico totaleVariazione di carico 
piezometrico

Tale variazione è nel senso di una diminuzione dell’energia meccanica



Moto permanente laminare in un fluido viscoso incomprimibile Moto permanente laminare in un fluido viscoso incomprimibile 
(UNIFORME)(UNIFORME)

eq21

z = 0
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ds
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J z
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J ds
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H
bns

J = costante lungo la traiettoria =

Integrando ∫∫ −=
∂
∂ ss

ss
s 00

dJ d
H

Si ottiene l’equazione del 
moto in termini finiti H(s) - H(0)=  − J ·s



Moto permanente in tubi cilindriciMoto permanente in tubi cilindrici

eq22

x

y

z

vx

Moto permanente

ρ, µ uniformi e stazionarie

x: direzione e moto ≡ velocità

Eq. di continuità 0div =v 0
v

=
∂

∂
x

x vx = f (y, z)

t
F

d
d

p grad 2 v
v ρ=∇µ+−ρEq. di Navier Stokes Proietto lungo le coordinate x,y,z

( )

( )

( ) 0

0

0v2

=+ρ
∂
∂

−

=+ρ
∂
∂−

=∇µ++ρ
∂
∂

−

pgz
z

pgz
y

pgz
x x

Dalle ultime due equazioni si evidenzia che il 
carico piezometrico h definito come

γ
+=

p
zh

È uniforme su ogni piano ortogonale all’asse x 

La pressione varia con legge idrostatica lungo 
ogni sezione trasversale della condotta



Moto permanente in tubi cilindriciMoto permanente in tubi cilindrici

eq23

0v2 =∇
γ
µ

+







γ

+
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∂

− x
p

z
x

Come vx anche ∇2 vx è indipendente da x

Il carico piezometrico varia lungo x in accordo con la proiezione lungo l’asse x
dell’equazione di Navier Stokes

La variazione di carico piezometrico è 
uniforme con x

Detto: 







γ

+
∂
∂−= p

z
x

J J è costante lungo la condotta

Jv2

µ
γ

−=∇ x

Per determinare la distribuzione della velocità longitudinale vx su ciascuna sezione 
trasversale bisogna integrare l’equazione

Eq. di Poisson

Necessarie: la forma della sezione trasversale 

le condizioni cinematiche al contorno



Moto permanente in tubi cilindrici a sezione circolareMoto permanente in tubi cilindrici a sezione circolare

eq24

Conviene ricorrere alle coordinate cilindriche
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Integrando con la condizione al contorno

z

y r

θ
r0

vx = 0       per r = r0

Si ottiene ( )22
0J

4
v rrx −

µ
γ

= 2
0J

4
v rmaxx µ

γ
= sull’asse
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dv2
0

π
µ
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=π= ∫ rrQ x

r

Formula di Pouseuille

maxxr
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= velocità media
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x γ
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=

Sforzo tangenziale alla parete


